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Almene kommentarer:

Den tankegang der ligger bag dette semesters tema er, at matematiske reesonnementer angar
retfaerdiggerelsen af matematiske pdstande af enhver art, ikke kun pastande der bliver ophgijet til
"szetninger” i en leerebog. For alle opgaverne er raeesonnementsindholdet lokaliseret mindst tre steder,
der alle rummer krav og dermed potentielle vanskeligheder:

(1) i forstdelsen af opgaveformuleringens logik; enhver opgaveformulering har en logisk struktur,
som skal afkodes, uanset hvad opgaven konkret handler om

(2) ibehandlingen af den matematiske substans i opgaven; det drejer sig om raesonnementer der
ikke er rent analytisk-logiske, men knytter sig til rammerne og reglerne for omgang med den
matematiske substans, der er pa feerde i opgaven

(3) iden logiske struktur i de reesonnementer der skal benyttes i opgavebehandlingen; uanset
hvordan opgaven konkret lgses, er der en logisk struktur for gangen i lgsningen.

Det skal understreges at de tre slags reesonnementsindhold i nogle tilfeelde kan vaere sa
sammenvavede, at det kan vaere sveert at skille dem ad.

Nedenfor tilbydes en raskitse til en analyse af hvilken rolle, de tre typer reesonnementsindhold spiller i
de 23 opgaver. Det er selvfglgelig ikke tanken, at eleverne skulle kunne udtrykke sig sddan som det
sker i analysen. Analysen er henvendt til lzerere.

Spergsmal 1: (1) Man skal opfatte de grundleeggende pastande K € R og R € F (hvor K, R og F star for
hhv. klassen af kvadrater, klassen af rektangler og klassen af firkanter), og at der spgrges om hvorvidt
det er korrekt, at F € K. Der er altsa her tale om klasselogik, baseret pd implikationer. Man skal
desuden forst3, at spgrgsmalets karakter ikke tillader svaret "somme tider”. (2) Formelt er den
matematiske substans geometri, men man behgver ikke at kende meget til geometri for at forsta eller
lgse opgaven. (3) Opgaven lgses ogsa ved anvendelse af klasselogik: Det forhold, KE Rog R C F,
medfgrer, at K € F. Det betyder imidlertid ikke, at inklusionen - eller zekvivalent hermed den
indgaende implikation - kan vendes om til F € K, eftersom der findes firkanter som ikke er kvadrater.

Spergsmal 2: (1) Man skal forst3, at den pastand der skal begrundes, er negationen af en
eksistenspdstand, dvs. man skal begrunde, at intet objekt (her x) tilfredsstiller det anfgrte krav (her
ligningen). (2) Raesonnementets matematiske substans er elementeer algebra, og man skal kunne
foretage additionsbaserede algebraiske manipulationer for at kunne lgse opgaven. (3) Opgaven lgses
ved et indirekte reesonnement ("modstridsbevis”): Antog vi eksistensen af en lgsning x, ville den lovlige
subtraktion af 38x pa begge sider af ligningen (jf. (2)) fare til, at 72 = 0, i strid med hvad vi ved om 0 og
72. Da antagelsen om eksistens af en lgsning har en ukorrekt logisk-algebraisk konsekvens, ma den
falde.

Spegrgsmal 3: (1) Man skal forst3, at den pastand der skal begrundes, er en universalpdstand, (jf. ordet
“ethvert”), dvs. man skal begrunde, at ethvert objekt (her x) tilfredsstiller det anfgrte krav (her
ligningen). (2) Raesonnementets matematiske substans er algebra, og man skal kunne foretage
additions- og multiplikationsbaserede algebraiske manipulationer for at kunne lgse opgave. (3)



Opgaven lgses ved at indse (pa basis af (2)), at ligningskravet er azekvivalent med en identitet (2x = 2x)
der derfor er opfyldt for alle x. Ligningskravet er tillige aekvivalent med 0 = 0, en sand pastand, der
ikke afhaenger af x.

Spegrgsmal 4: (1) Man skal forst3, at Sgren fremsaetter en universalpdstand i to variable a og b (jf.
ordet "altid”). Man skal forst3, at der tilbydes fire forskellige pastande som reaktion pa denne pastand,
hvoraf de tre sidste udtrykker indvendinger/forbehold over for Sgrens pastand, mens den fgrste
stgtter Sgren. Man skal forst3, at hver af disse fire reaktioner skal evalueres i forhold til Sgrens
pastand. Og man skal endelig forsta, at det er muligt at nogle er korrekte og andre ukorrekte. Der er
altsa tale om en ganske kompleks logisk struktur i selve formuleringen af opgaven. (2)
Raesonnementets matematiske substans er aritmetik og angar ordningsrelationens samspil med
multiplikation inden for talomrader der rummer brgker samt positive og negative heltal. Sgrens
pastand henviser ikke til noget bestemt talomrade, mens to (maske tre) af de fire reaktioner ggr. (3)
Den logiske struktur i Igsningsreesonnementet er dels, at reaktion b) og d) er korrekte modeksempler
inden for hhv. de rationale og de hele tal, der torpederer Sgrens universalpdstand, hvilket ogsa
torpederer reaktion a), mens reaktion c) ikke er logisk Klar, fordi "for det meste” og "fa undtagelser”
ikke er veldefinerede ideer i en matematisk sammenhaeng.

Spegrgsmal 5: (1) Man skal opfatte, at man bliver bedt om at evaluere en universalpdstand (i spgrgsmal
a)), men ogsa om et evaluere en argumentation for den, ved at tage stilling til dens korrekthed (i b)) og,
i fald argumentationen forkastes, udpege en eller flere fejl i den (c)). Man skal derfor ogsa forsta den
logiske struktur af denne argumentation - nemlig at vi ser pa et vilkarligt objekt (her et tal), udseetter
dette for diverse manipulationer og heraf slutter at det vilkarlige objekt er et bestem objekt (her tallet
0). Endelig skal man kunne se forskel pa at evaluere en pastand og at evaluere en argumentation for
den. Det er oplagt, at selve opgaveformuleringen har en meget kompleks og involveret logisk struktur.
(2) Resonnementets matematiske substans er algebra og algebraiske manipulationer, herunder
multiplikation, faktorisering, forlaengning, forkortning og division i et alment (men uspecificeret)
talomrade, samt - iszer - umuligheden af division med 0. Substansen angar ogsa det faktum, at det er
ukorrekt, at ethvert tal er lig 0. (3) Den logiske struktur i lgsningsraesonnementet er dels en
pamindelse om, at ikke ethvert tal faktisk er 0 (i a)), dels en papegning af at slutningerne i det anfgrte
reesonnement hviler pa et ulovligt grundlag (vi “snyder” nar vi saetter b lig a og derefter "glemmer” at b
-a =0 og at den efterfglgende division med b - a = 0 derfor er ulovlig).

Spergsmal 6: (1) Man skal forstd, at man anmodes om at evaluere et argument for, at en negativ
universalpdstand ("det passer aldrig”) fglger af et kendt universalresultat (”det geelder altid”), som er
en identitet. (2) Raesonnementets matematiske substans er elementeer algebra. (3) Den logiske
struktur i opgavelgsningen er, at det forhold, at de to hgjresider har forskellig form, ikke forhindrer, at
de i nogle tilfeelde (nemlig preecis hvis x eller y er 0) kan have samme vaerdi.

Spegrgsmal 7: (1) Man skal opfatte, at der skal vaelges mellem en eller flere forslag til forklaring pa et
kendt forbud omhandlende en variabel dividend. Man skal videre forsta, at a) ikke rummer et
matematisk argument, at b) negerer en eksistenspdstand uden begraensende undtagelser (t vilkarlig),
samt at c) pa én gang negerer en eksistenspdstand i en generel situation (t # 0) med en undtagelse samt
fremsaeetter en universalpdstand i undtagelsessituationen (t = 0). [ Fra et formallogisk synspunkt er c)
en lidt tricky konjunktion: (Vq: 0-q = 0) A ((t # 0) =( "3q: g0 = t))].Samlet set giver dette en mere
kompleks logisk struktur, end det maske umiddelbart ser ud til. (2) Reesonnements matematiske



substans er aritmetik og elementaer algebra i et uspecificeret talomrade. (3) Den logiske struktur i
opgavelgsningen er gennemgang af hver af de tre forklaringer, hvor a) er rent autoritaer, mens b) er
korrekt i almindelighed men ikke i undtagelsessituationen t = 0, hvorved forklaring b), som den stér, er
ukorrekt, mens i ¢) bade den negerede eksistenspastand i situationen med undtagelse og
universalpastanden nar t = 0 er korrekt, hvorved c) samlet set er korrekt som den eneste af de tre.

Spergsmal 8: (1) Man skal opfatte, at man anmodes om at vurdere et argument vedrgrende
gennemsnit af gennemsnit for to populationer. (2) Den matematiske substans i reesonnementet angar
aritmetisk modellering, nemlig dels rater (BNP/indbygger), dels gennemsnit af rater over tre
forskellige populationer (USA, Danmark, USA U Danmark) samt gennemsnit af gennemsnit. (3) Den
logiske struktur af opgavelgsningen er at gennemsnittet over en population sammensat af to
populationer af meget forskellig stgrrelse ikke er gennemsnittet af de to delpopulationers gennemsnit.

Spergsmal 9: (1) Man skal opfatte, at man skal tage stilling til omvendingen af en implikation ”Hvis en
graf er givet ved forskriften y = ax, sd er grafen en ret linje gennem (0,0)”. (2) Raesonnementets
matematiske substans vedrgrer analytisk geometri m.s.h.p (visse) rette linjers koordinatfremstilling.
(3) Lgsningsrasonnementets logiske struktur er dels, at man ikke i almindelighed kan vende en
implikation, dels at der i den konkrete sag findes et modeksempel pa den omvendte implikation (x =0
fremstiller en ret linje gennem (0,0), uden at veere af formen y = ax), som derfor ikke gzelder.

Spergsmal 10: (1) Man skal opfatte, at man skal tage stilling til om andelen af en faellespopulation
(P/K der tillige er cafegzester) af én overpopulation (samtlige cafegaester) er identisk med andelen af
feellespopulationen ud af en anden overpopulation (samtlige P/K’er). (2) Den matematiske substans i
reesonnementet er aritmetisk modellering, nemlig andele af en population ud af forskellige
overpopulationer, samt brgker. (3). Opgavelgsningens logiske struktur er, at man ikke fra stgrrelsen af
én brok med given teeller kan slutte noget om stgrrelsen af en anden brok med den samme teeller.

Spergsmal 11: (1) Man skal opfatte, at man skal tage stilling til den pastand (regel), at procentdelen af
en sammenbragt delpopulation ud af en sammenbragt overpopulation er lig summen af de to
procentdele for de respektive delpopulationer. (2) Den matematiske substans i resonnementet angar
aritmetisk modellering, specielt procentdele, og regning med brgker (specielt addition). (3) Den
logiske struktur af lgsningsraesonnementet er den logiske struktur i den indsigt, at man ikke adderer
to brgker ved at addere henholdsvis tellerne og naevnerne, (my + ky)/(m+k) # mp/m + ky/K).

Spergsmal 12: (1) Man skal forstd, at der spgrges om, hvorvidt et bestemt objekt er medlem af generel
klasse af objekter defineret ved hjeelp af to kriterier (y = ax +b og a # 0). Der er altsd tale om
klasselogik. (2) Den matematiske substans i reesonnementer vedrgrer en speciel klasse af funktioner
(1. gradspolynomier) givet ved algebraiske forskrifter. (3) Logikken i lgsningsreesonnementet er, at ét
af de to definerende kriterier for medlemskab af klassen (af 1. gradspolynomier) ikke er opfyldt for det
forelagte objekt.

Spegrgsmal 13: (1) Man skal opfatte, at en given slags objekter (kvadrater) er defineret som en anden
slags objekter (rektangler) med en yderligere szerlig egenskab (fire lige lange sider), og at man skal
afgere om alle objekter af den forste slags objekter ogsd er af den anden slags. Der er altsa tale om
klasselogik. (2) Den matematiske substans er terminologien for plan figurgeometri (her blot
vedrgrende polygoner, neermere bestemt rektangler og kvadrater). (3) Logikken i opgavelgsningen er,
at kvadraterne er defineret som en bestemt delklasse af rektanglerne (som der forudsaettes



grundkendskab til), sa det spiller ingen rolle hvilke yderligere egenskaber der karakteriserer
kvadraterne blandt rektanglerne for at kunne konkludere at ethvert kvadrat er et rektangel.

Spergsmal 14, i fortsaettelse af spgrgsmal 13: (1) Man skal forstd, at der spgrges om hvorvidt en given
implikation ("F er et kvadrat = F er et rektangel”) kan vendes om. Der er altsa tale om udsagnslogik.
(2) Den matematiske substans i reesonnementet er plan figurgeometri. (3) Logikken i
lgsningsraesonnementet er, at man ikke i almindelighed kan vende en implikation, og at omvendingen
er umulig her, eftersom der findes rektangler der ikke er kvadrater, som leverer modeksempler pa den
omvendte implikation.

Spergsmal 15: (1) Man skal opfatte, at man skal tage stilling til en” bdde-og pdstand”, nemlig om
halvering af en cirkels diameter bdde fgrer til halvering af omkreds og af areal af cirklen. Man skal altsa
forstd, at Sgrens pastand er en konjunktion. (2) Den matematiske substans i reesonnementet er plan
malingsgeometri, her for cirkler, samt proportionalitet, henholdsvis kvadrering, ved skalering af
diameteren. (3) Logikken i lgsningsraesonnementet er at en "bade-og pastand” (en konjunktion) er
sand, netop hvis begge de indgdende pastande er sande, og da skalering af diameteren (her med
faktoren %) skalerer arealet med kvadratet pa skalafaktoren (altsa %) er den ene delpastand og
dermed den samlede pastand falsk.

Spergsmal 16: (1) Man skal forstd, at man skal tage stilling til en implikation "fordobling af alle
siderne i en terning = 8-dobling af terningens volumen”. (2) Den matematiske substans i
reesonnementet vedrgrer rumlig malingsgeometri, her for terninger, samt multiplikativitet ved
skalering af hver af tre faktorer i et produkt. (3) Lgsningsraesonnementets logik bestar blot i at
bekreefte implikationen, eftersom produktskalafaktoren er 8, nar hver af de tre faktorer skaleres med
2.

Spegrgsmal 17: (1) Man skal forstd, at man skal tage stilling til en implikation "taxakgrsel sker til en
grundtakst pa 30 kr. og en takst pa 7,30 kr./km = man betaler dobbelt sa meget ved at kgre 20 km
som ved at kgre 10 km”. (2) Den matematiske substans i reesonnementet angar aritmetisk modellering
samt ikke-proportionale, linezere funktioner (altsa affine funktioner). (3) Logikken i
lgsningsraesonnementet er at forkaste konklusionen i implikationen, selv om forudszetningen holdes
for sand. Konklusionen forkastes fx ved at observere, at a(2x) + b # 2(ax + b), eftersom b # 2b.

Spergsmal 18: (1) Man skal forstd, at man anmodes om at forkaste en universalpdstand (a2 > a) om et
uspecificeret talomrade (dog indeholdende brgker og negative tal) ved hjzlp af et, muligvis flere,
modeksempler. (2) Den matematiske substans i lgsningsraesonnementet er samspillet mellem ordning
(uligheder) og kvadrering. (3) Logikken i lgsningsreesonnementet er inspektion af hver af de fem
kandidater, hvor det skal afggres om uligheden gzelder for kandidaten. De to tal for hvilke uligheden
ikke gaelder, (altsda a=1/10, a = 0,2) er de efterspurgte modeeksempler.

Spegrgsmal 19: (1) Man skal forstd, at man anmodes om at forkaste en implikation ("F er firesidet og
F’s sider er lige lange = F er et kvadrat”) ved hjeelp af et, muligvis flere, modeksempler. (2) Den
matematiske substans i lgsningsreesonnementet er plan figurgeometri. (3) Den logiske struktur i
lgsningsraesonnementet er, at en implikation forkastes netop hvis forudszetningen er opfyldt uden at
konklusionen er det. For kvadratet er bade forudsaetningen og konklusionen opfyldt, for trapezet er
hverken forudsaetningen (her kravet om lige lange sider) eller konklusionen opfyldt, for femkanten er



hverken forudszetningen (her kravet om firesidethed) eller konklusionen opfyldt, for rhomben er
forudsaetningen opfyldt, men ikke konklusionen. Rhomben er altsa det sggte (eneste) modeksempel.

Spegrgsmal 20: (1) Man skal opfatte, at Aya og Ali fremsaetter to implikationer ("summen af to heltal er
lige = produktet af dem er ulige” og "produktet af to heltal er ulige = summen af dem er lige”) pa
baggrund af et konkret eksempel, hvor summen er lige og produktet er ulige, Man skal endvidere
opfattes, at man anmodes om at tage stilling til om de to implikationer er ens eller forskellige, med
andre ord om implikationen kan vendes om i den pagaeldende situation. (2) Den matematiske
substans, her heltalsaritmetik, spiller kun en mindre rolle for spgrgsmalet, pa neer maske som
distraktor. (3) Den logiske struktur i Igsningsreesonnementet er dels, at de to implikationer er
hinandens omvendte og dermed i udgangspunktet forskellige. Konkret er de udsagn, implikationerne
forbinder, ikke skvivalente, eftersom den fgrste implikation er falsk (summen af 2 og 4 er lige, men
deres produkt er ikke lige), mens den anden er sand (hvis et produkt af to heltal er ulige, er begge
tallene ulige (ellers var produktet lige), hvorved deres sum er lige). De to implikationer er altsa ikke
blot formelt forskellige, de er ogsa materielt forskellige.

Spegrgsmal 21: (1) Man skal forstd, at man skal tage stilling til om et foreslaet (figurstgttet) bevis for
en universalpdstand (vinkelsummen i en trekant er altid 180°) faktisk er et bevis for pastanden i alle
teenkelige tilfzelde. Man skal endvidere forsta, at det foreslaede bevis hviler pd en anden
universalpastand, nemlig at ensliggende vinkler ved skaering af to parallelle linjer er lige store (hvilket
markeres ved at vinklerne gives samme benavnelse). (2) Den matematiske substans i reesonnementet
er euklidisk plangeometri, stgttet af figurer. (3) Den logiske struktur i lgsningsreesonnementet er, at
hvis det forudsaettes at ensliggende vinkler ved parallelle linjer er lige store - en forudsatning der
(maske) kan accepteres pa et visuelt grundlag - genfindes vinkelsummen i trekanten tillige som
summen af vinklerne ved linjen parallel med grundlinjen, en sum der til sammen giver 1809, igen ved
visuel inspektion. En accept af, at beviset er universelt for alle trekanter, hviler altsa dels pa en accept
af de anfgrte visuelle antagelser/inspektioner, dels pa en overbevisning om, at den parallelle linje
gennem et toppunkt kan traekkes for en hvilken som helst trekant og med de samme konsekvenser.
Maélingsbaseret empirisk inspektion vil ikke kunne give denne konklusion. Det bgr bemaerkes, at
beviset ikke ville holde vand, hvis rammen havde veeret aksiomatisk euklidisk plangeometri uden
figurstgtte.

Spgrgsmal 22: (1) Man anmodes om at begrunde en enkeltstdende pastand, ikke om at tage stilling til
den, om end det maske kan vere sveert at begrunde en pastand, man ikke tror pa (dette er jo ikke
jura®©). Man skal altsa fgrst acceptere pdstanden og derefter begrunde den. (2) Den matematiske
substans i lgsningsraesonnementet er modellering med kombinatoriske sandsynligheder. (3) Den
logiske struktur i Igsningsraesonnementet er at udpege tallet 7 som den sum af to tal 1,2,...,6, der kan
opnas pa flest forskellige mader, hvis man ggr den modelleringsforudseetning, at alle 36 udfald af
gjenpar for to forskelige terninger er lige sandsynlige. Man skal altsa - fx - forkaste en
modelleringsantagelse om at de 11 mulige summer af gjenparrene er lige sandsynlige.

Spgrgsmal 23: (1) Man skal forsta, at man anmodes om at tage stilling til, om et foresldet (indirekte)
bevis for negationen af en eksistenspdstand - der findes ikke et mindste tal af formen 1/n (hvor n er et
naturligt tal) - faktisk beviser pastanden. (2) Den matematiske substans i lgsningsraesonnementet er
dels samspillet mellem aritmetik og ordning for stambrgker dels uendeligheden af maengden af
naturlige tal. (3) Den logiske struktur i lgsningsraesonnementet er at tage udgangspunktet i



negationen af den negerede eksistenspastand, altsa antagelsen om, at der fandtes et mindste tal af
formen 1/n. Herefter indses, at der sa matte findes et endnu mindre sadant tal (ved at gge naevneren
med 1), hvilket er i modstrid med antagelsen om, at der fandtes et mindste. Da denne antagelse giver
anledning til en absurditet, ma den falde. Ergo ma dens negation - den fremsatte pastand - accepteres.



