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Mvh Janus

e

Binomialfordelingen

Et eksempel pa eksperimentel tilgang til statistik opdelti 3 trin
1) Eksperiment (simulering af terninger).

2) Udvikling af en generelteori pa baggrund af eksperimentet.
3) Undersgg teorien ved forskellige eksperimenter.

Arket er en samling af 3 forskellige aktiviteter, der bygger oven pa hinanden, men man
kan sagtens tage andre elementer ind imellem hver af de 3 elementer. Opsamlinger
mellem hver del er helt sikkert en god ide. BEM/ERK: |kke klar til elever — der er svar pa
mange af opgaverne undervejs.

Janus Lylloff, Marts 2023

Eksperiment kast med 6 terninger

Centrale kommandoer ved simulering:

For at forsta simuleringen pa nzeste side (og alle andre simuleringer) skal man kende til
disse ting — se evt. pa simuleringen inden du lzeser dette:

=randsamp(liste,n), udtager n tilfzeldige elementer ud af listen med tilbagelaegning. Bemaerk at
alle computere laver den samme tilfaeldighed farste gang (det er svaert at fa en computer til at
lave tilfaeldige ting). CTRL+R giver en ny tilfaeldig prave.

=capture(var,{1,0}) kommandoen finder man ved at hgijre klikke i formelfeltet i regnearket og
veelge datafangst. Kommandoen gemmer variablen var 1: automatisk (dvs. variablen gemmes
kun nar den aendrer veerdi) 0: manuelt variablen gemmes kun nar man trykker
CTRL+"PUNKTUM".

Veaer opmaerksom pa at man i simuleringer, hvor den variable ofte antager samme vaerdi (som
her) begar man en stor metodisk fejl, hvis man bruger automatisk dataopsamling. Sa enten skal
man bruge manuel dataopsamling (trykke skiftevis CTRL+R og CTRL+"PUNKTUM") eller
indleegge stgj pa den variabel man opsamler. Det kan f.eks. ggres ved at lzegge

> 0.000944 til variablen. man kan let fierne stgjen med floor komandoen - som det hele
1000

pa naeste side

Start simuleringen forfra ved at hgjreklikke pa sgjlen med datafangsten og vaelg "ryd data"
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Aideel Bkast C D opsamling E opsa.. F succe... G hyppig...H frekvens | kum_f... J
= =randsamp(i =capture(ant =floor(ops =cumulati
1 |fiasko fiasko Antal suc 0.000712 0. 0 320 0.356347 0.356347
2 fiasko  fiasko 0.000339 1.00062 1. 1 345 0.384187 0.740535
3 fiasko fiasko Antal sim 2.00033 2. 2 176 0.195991 0.936526
4 fiasko fiasko 898 0.000239 0. 3 48 0.053452 0.989978
5 fiasko fiasko 0.000846 0. 4 6 0.006682 0.996659
6 succes  succes 1.00019 1. 5 3 0.003341 1.
7 0.000519 0. 6 0 0. 1.
8 1.00075 1.
9 1.00012 1.
10 0.000875 0.
11 1.00029 1.
12 2.00058 2. .
fiasko ’
g | | . | . | l | o | :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 285 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
opsamling
HVIS MAN VIL kan man opsamle data som i 15Ty
den gule tabel pa forrige side, det kan abne (succeser,kum_frek)
op for at man laver deskriptiv statistik og de
velkendte plots med de simulerede data. cD EF G
Det er mest oplagt med starre n-vaerdii
forbindelse med tilnaermelse med B
normalfordelingen (se Nspire filen simulering
af 24 terningekast) A
[BEMAERK: Den gule tabel skal veere pa samme side .
som simuleringen, hvis den skal blive ved med at =10 01T 1 107
vaere dynamisk]
300 -
E 240 -
.g 1
g 130—:
120 ]
60 -
0- i i T T
5 6 7 8
i succeser
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START HER!

e

Hvis du vil taste med sa starter vi i denne opgave (der ender med at blive lige som den forrige)
Hvis man ikke gider taste — sa se resultatet ovenfor
Aideel  Bkast C D opsamling Eopasmling2 F G H I
1 Antal suc
2
3 Antal simu...
4
5
6
7
8
=l
10
11
12
13

Teori

b) Hvilken sammenhzang er der mellem
kombinationerne med 2 seksere og kombinationerne
med 4 seksere? Det er det samme blot "spejlet"”

OPGAVE: Sandsynlighederne
a) Hvor mange forskellige udfald er der ialt? (teel eller
rgn) SVAR: 20 » 64

b) Hvor mange forskellige udfald er dere med de
forskellige antal seksere? Tael

c) Kan vi regne det ud? [Hint: permutationer eller
kombinationer]

SVAR:
0 1 ncCr(6,0) > 1
1 6 nCr61) 6
2 15 nCr(6,2) » 15
3 20 nCr(6,3) » 20
4 15 nCr(64) » 15
5 6 nCr(6,5) > 6
6 1 nCr(6,6) » 1
nPr(6,0) » 1
nPr(6,1) > 6
nPr(6,2) » 30

A B s D E F G

kast
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Linje 1 (11 0 0 0 0) kan overszettes til: 1 A B ¢ D E F G H
Terning 1 er en 6'er OG -
Terning 2 er en 6'er OG 1
Terning 3 er ikke en O'er OG 2 2 seksere..
Terning 4 er ikke en 'er OG
Terning 5 er ikke en 'er OG 3
Terning 6 er ikke en f'er 4
. 5
OPGAVE: Forklar at sandynligheden for dette udfald
11555 6
er—+—-—+—— 7
6 6 6 6 6
8
Linje 2 (1 01 0 0 0) kan oversettes til:
Terning 1 er en 6'er OG.... 9
[Udfyld selv] 10
Sandsynligheden for netop dette udfald er: 11
[Udfyld selv] 12
13
OPGAVE: Forklar at sandsynligheden for at fa netop 14
2 seksere kan udregnes med formlen .
2
A 16 T
6 6 17
[Hint, hvis man fir 2 seksere er det enten som i linje 1 18
ELLER linje 2 ELLER linje 3...] _U_ ’
.

Sanasyrntigneaen ror | seKser er:

Fs
Sandsynligheden for 2 seksere er:
Sandsynligheden for 3 seksere er:
Sandsynligheden for 4 seksere er:
Sandsynligheden for 5 seksere er:
Sandsynligheden for 6 seksere er:
OPGAVE: Tjek at dette stemmer med at den samlede sandsynlighed er 1.
Sandsynligheden for at fa praecis 0 seksere skrives P(X=0), P(X=1) angiver sandsynligheden for at fa praecis 1
sekser osv.
SATNING: For en binomialfordelt stokastisk variabel, hvor p er sandynligheden for succes og dermed er (1-p)
sandsynligheden for fiasko, er sandsynligheden for at fa r succeser ud af r forsgg givet ved:
P(X =r)=K(n,r)-p"-(1—p)""
Det ser lidt indviklet ud, men Nspire har en kommando for det. Hvis vi skal regne sandsynligheden for 3 seksere
1
ud af 6 kast ud gar man saledes: binodef(ﬁ,—,3) » 0.053584 svarende til 5,36%.
6
[TIP find syntaksen til kommandoen binompdf i kataloget til hgjre)
OPGAVE: Brug kommandoen til at udregne sandsynlighedeme for de gvrige udfald som du regnede ovenfor.
v
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Undersag n, p og grafen

A -
Sandsynligheden for succes Aantal_.. B sands... €
p =.16 = =seq(i,i,0,'=binompd
.:._J—T_ 1 0] 0.03059
OPGAVE: Varier n og p mens i betragter grafen nedenfor, og svar pa disse 2 1/0.116535
spergsmal. Gode svar indeholder beskrivelser af antallet af sgijler, deres hgjde, 3 2 0.210873
placering af den hgjeste sgijle etc... 4 3 0.240998
a) Hvordan eendres grafen nar p bliver stgrre eller mindre. 5 4 0.195093
b) Hvordan aendres grafen nar n bliver starre eller mindre? 6 5 0.118914
[Teknisk kommentar: 1) Diagrammet nedenforer lavet med en kategorisk x—akse, for atfa zoom til at felge 7 6 0.056626
med veerdien af n det er derfor at s@jlerne har forskellige farver 2) Regnearket til hgjre er maskinrummet, du . - v
ma gerne ga pa opdagelse derinde, men pas pa ikke at adelaeggenoget] . -0
0.40
0.30
k5
=
g
€ 0.20 o
%
0.10
[ | i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
E antal_suc
Undersgg middelveerdi og spredning
Spredningen er sigma:=\/n-p- (1-p) * 5.04975 “  AantalL.. Bsands.. C !
De lodrette streger pa grafen angiver my * 30. my—sigma » 24.9502 og  ~ ~>€d(i..0. =binompd
my+signla > 35.0498 1 0|7.65218...
a) Saet n=100 og eksperimenter med p. Hvornar er spredningen starst og 3 24.74223...
mindst? Hvordan ser man pa grafen om spredningen er stor eller lille? 4 3 5.52331...
b) Hvad er n's indvirkning pa spredningen? 5 4 4.8004€...
¢) Hvad kan man sammenhzaengende sige man skal ggre for at fa en sa lille 6 5 3.32075...
spredning som muligt? 7 6 1.90455...
[Teknisk kommentar: Diagrammet nedenforer lavet med en almindelignumerisk x-akse (som man o » v
plejer), zoomet falger ikke med, men vi kan plotte vaerdierne middelvaerdi og spredning] = =0
0.40 + vl :v2ns my+sigma
=30-35.0498
E 0.30
=
3
% 0.20 7| v3 := my-sigma
i 1| =24.9502
0.10
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
E antal_suc
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Opgave 1

Binomialtest+
Normalfordelingsapproximation

Eksperimentel tilgang til binomialtest ender med normalfordelingsapproximationen(kan undlades).
1) Forforstaelsen afdaekkes: Hvad ved vi og hvad forventer vi.

2) Opstil nulhypotese H,.

3) Simulering af kast med 24 terninger med antagelse af H,.

4) Afkraeft eller underbyg H,

Jeg vil bruge denne pa to forsekllige mader, enten med hele klassen som "tast med" i begyndelsen af et
forleb (mat A), eller som udleverert dokument hvor dataopsamlingerneer slettet og de bare simulerer
(mat B).

Bemaerk: Den systematiske fejl man begar med automatisk opsamling er her forsvindende lille, fordi det
vi undersgger har en lille sandsynlighed (9 seksere pa 24 slag). Derfor er der ikke tilfgjet stgj — vi lever
med fejlen (for ikke at overkomplicere det). Janus Lylloff, Marts 2023

5) Tilnaermelse med normalfordelingen, teethedsfunktionen og fordelingsfunktionen dukker naermest op...

24 kast med en terning — kan det give 9 seksere?

Du mgder en skummel mand pa et skummelt vaertshus, der vil spille terninger om penge.

Du er som altid venlig men mistroisk og vil undersgge terningen — er det en snyde terning
eller...?!

Du kaster med terningen 24 gange og far 9 seksere. Hvad skal du tro?

- ———

B. Binomialtest og norm approx kast 24 terninge.tns
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Opgave 1:
Hvad er mest sandsynlige udfald

Du kaster med terningen 24 gange og far 9 seksere. Hvad skal du tro? Du ved at det var
1

mest sandsyneligtat fa —- 24 = 4. seksere, men pa den anden side er det jo et stokastisk
6

(tilfzeldigt) faenomen og det kan jo godt forekomme at man slar 9 seksere ud af 24 slag.

Spergsmalet er:

Hvor sandsynligt er det at sla 9 seksere ud af 24 slag?

Vi vil prgve at kaste lys over dette spgrgsmal ved at lave en simulering af terningekast.
Metoden er at vi starter med at antage fglgende hypotese — kaldet HO ("h nul") hypotesen.

1
HO: Terningen er en ideelterning — dvs. der er—sandsynlighedfor at sla en 6'er.
6

Basiseksperimentet: Kast med en terning.

1
Altsa er basissandsynligheden— og n=24
6

Simulering af terninge kast

Sgjlen ideel repraesenterer en ideel terning, dvs. en terning hvor sandsynlighedener 1/6 for at
kaste en 6'er. Da vi er interesseret i antallet af 6'ere kalder vi udfaldet 6 for en succes og alle
andre udfald kaldes fiasko. Saledes har den ideelle sgjle 5 fiaskoer og 1 succes.

| sgjlen kast far vi Nspire til at udtage 24 vaerdier fra sgjlen ideel pa en helt titlfzeldig made
svarende til at N spire kaster med en ideel terning 24 gange. Dette ggres vha. kommandoen
=randsamp ("tilfeeldig preve"). Herved produceres 24 output der kan veere fiasko elle succes, og
sandsynligheden for succes er 1/6.

Vi far Nspire til at taelle successerne vha =countif ("tzel hvis"). Hvis man trykker pa CTRL og R
omrarer Nspire dvs. den slar igen 24 gange med terningen. Vha datafangst og =capture far vi
Nspire til at gemme antallet af 6'ere for hvert slag i sgjlen opsamling. Vaelg hurtiggraf og se
hvordan slagene udvikler sig nar du far Nspire til at simulere terningeslag.

Bemeerk, hvis du vil kere simuleringen igen (og vise den til din mor) skal du blot hgjreklikke
formelfeltet i opsamling og veelge "slet data”

B. Binomialtest og norm approx kast 24 terninge.tns
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Klik for at tilfeje variabel

Aideel B kast C D E opsamling F opsamling2 G observation H hyppig... | sandsy... J =
= =rands =capture('ant =floor(opsam =hyppighe =
1 [fiasko succ... Antalsuc + stgj 4.00062 6.00067 6. 0. 0 0.
2 fiasko fiasko 4.00056 4, 1. 0 0.
3 fiasko succ... antal simuleringe... 3. 4.0005 4. 2. 0 0.
4 fiasko fiasko 3. 0. 0.
5 fiasko fiasko 4, 2. 66.6667
6 succes fiasko 5. 0 0.
7 fiasko 6. 1 33.3333 .

| fiasko

3

~-00
@

opsamling2

efterfglgende) sandsynlighedfor at fa 9 seksere ud af 24
slag. Men vi vil se pa alle udfald der er mindst lige sa
skaeve som udfaldet 9 seksere (dvs. 10, 11, 12... seksere
ogsataeller med), og det ses at det alti alt er
100%—(98.294)% > 0.01706=1,7%

En anden made at indse dette pa er at lave nedenstaende
sgjlediagram.Der minder om en sumkuve, men er det
ikke da det jo ikke kan fa observationer mellem de
hele tal som stregen ved sumkurven antyder (vi taler
kun om sumkurver for grupperede data).

Aflaesning er dog som pa en sumkurve og vi kan se at
man i 98,2% af kastene far 8 eller faerre 6'ere, dvs. at vii
2% af tilfaeldene far et "skaevt" udfald pa 9 seksere eller
flere (i tabellen kan vi se mere praecist at det er ca.
1.97%)

Normalt beslutter man inden forsgget, ved hvilken
sandsynlighed man vil forkaste HO hypotesen - den veerdi
kaldes signifikansniveauet og saettes ofte til 5% (men
ogsa til tider til 10%, 0,1% eller 1 %)

Konklusion: Vores hypotese kan forkastes med et

sumsand

[

100

80+

60

40+

20

T T T
0 2 4 6 8 1012141618 202224 26 28|

observation

B. Binomialtest og norm approx kast 24 terninge.tns

3afb



samlede antal prikker angiver 1UU% og hvis der er 19 prikker
i en sgijle er sandsynlighedenfor denne observation altsa
19

- 100%
"samlede antal "

Hvis vi fgrst zendre prik diagrammet til et sgjlediagram
(haijreklik) far vi nu antallet udtrykt ved et areal — (19 "kvadrat
enheder"). Hvis vi dernzest hgjreklikker og vaelger skala og
vaelger densitet omregner nspire arealet til en sandsynlighed,
saledes at det samlede areal giver 1.

Det ligner nzesten en normalfordelingskurve! Vi kan fa Nspire
til at tegne den bedst normalfordelings kurve til disse data,
ved at vaelge analyse og derefter vis normalpdf.

Klik for at tilfeje variabel

Nspires indbyggede normalfordelingskurve hedder
normalpdf(x,u,0), og vi kan se at middelveerdienfor vores
data er p=3.97 og spredningen er 0=1.947.

Bemeerk hvorvidt det er realistisk at antage at data ber fglge
en normalfordeling bgr man diskutere.

Bemeaerk at man kan beregne sandsynlighedensom
normalfordelingen giver under analyse og sa skraver areal
den kan endda skravere fra —uendeligtil +uendelig!

opsamling2

-~

der skal indtraeffe som succes. X betegner antal gange vi far basishaendelsen.
Sandsynligheden for H er basissandsynlighedenp. Sandsynligheden for X udfald af haendelsen

H er da givet ved:
PO = 1) = =" (1)
rl (n—r)!

Bemeerk: (1-p) angiver sandsynligheden for fiasko

Altsa er den teoretiske sandsynlighedfor 9 seksere ud af 24 kast med en ideelterning
241 1\ ([ 1\*#*? o 1\? [ 1)47°
P(x=9) =———— |—| -|[1-— —_— =] 1= > 0.008421
91-(24-9)1 \6 6 o1- (24-9)1 \6 6

1
Eller kort binompdr(24,—,9) » 0.008421
6

Vi ser at dette skulle svare til den eksperimenteller vaerdi pa 1.28% som vi fandt i regnearket.
@nsker man at bestemme sandsyndligheden for "udfald mindst lige sa skaeve som 9 seksere"
skal man bestemme P(X>9) der ggres saledes

1
binomCdf(24,—,9,24) » 0.01176 svarende til vaerdien i eksperimentet der gav 1.97%
6

B. Binomialtest og norm approx kast 24 terninge.tns
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Opgave 2

0.05 |

0.003

X

-4.66

-0.1

.\ 13.08

£1(x)=A(x)

n:=24 » 24,
1

p:=— * 0.166667
6

my:=p-n * 4,

sigma:a/n-p-il—pi » 1.82574

_l( x—4
f(x):=;-e 2 \sigma

1 ( x4 )2
]_ .
e 2 \sigma/ f.

2.7 - sigma

2

» Udfort

9
» 0.003085/)\

Altsa 0,3 % sandsynlighedfor at sla 9
seksere pa 24 slag.

B. Binomialtest og norm approx kast 24 terninge.tns

5af5b



En klasse

Fadselsdagsproblemet

"Hvad er sandsynlighedenfor at ingen herinde har fadselsdag samme dag?"

Her er to eksempler pa forskellige tilgange til fedsesldagsproblemet. Det fgrste er en
simulering og den anden er en mere teoretisk beregning. Den teoretiske tilgang bruger
jeg tit som en (avanceret) icebreaker farste matematik time i 1.g: Jeg starter timen med
at lave vaedemalet: Hvis ingen herinde har fedselsdag samme dag giver jeg kage, hvis
nogen 2 eller flere har fedselsdag samme dag giver de kage. Vi repeterer fgrst kort lidt
sandsynlighedsregning(og/eller samt komplementaere haendelser), derefter taster alle
med. De kommer godt rundt i deres nye CAS vaerktgj, og det lykkedes faktisk hver gang
for langt de fleste...

Janus Lylloff, Marts 2023

Om simuleringen

Umiddelbart er den ikke sa sveer at forsta, men teknikken kan drille en smule. | simuleringen
skal vi opsamle den starste hyppighed for fgdseldsag og den er oftest 1 eller 2. Bruger man
automatisk opsamiling, vil den ignorere resultatet hver gang det samme tal kommer to gange
(eller flere) efter hinanden. Det kan man komme omkring ved at tilfgje lidt stej til den variabel
man samler op. Se naeste side hvordan det gares.

C. Inspiration - Fgdselsdagsproblemet simulering og teoretisk udregning.tns
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A dato B klasse C hyppighed D E opsamling F G

= =seq(i,i,1,365) =randsamp(datc=frequency(klas =capture(maks,1)
1| 1| 136 0 Max hyppighed + stgj 2.0004
2 2 323 0 1.00012 1.00059
3 3 256 0 Antal simuleringer 1.00035
4 4 255 0 3 1.00099
5 5 5 0 Antal gentagelser

6 6 7 0 1

7 7 29 0

8 8 222 0 %—del med dubletter

9 9 219 0 33.3333

10 10 137 0

11 11 312 1

-

1) | sgjlen "dato" er alle arets dage nummereret fra 1 til 365.
2) | sgjlen "klasse" genereres en tilfaeldig klasse med 30 elever.
3) | sgjlen "hyppighed" er hyppighedenfor den enkelte dag.

4) "Maks hyppighed + stgj" taeller op hvad den hgjeste hyppighed er. Staj: Vi er her nad til at
tilfgje staj, hvis vi vil bruge automatisk dataopsamling. Automtisk dataopasmling (angives af 1 i

v
~antiiva bammandanm) camlar Lim Aata Aan nAv ballat anndeacs Dia vi i Al flacta r-:m_nllnr:n_fan £

Klik for at tilfaje variabel

- 100

opsamling

C. Inspiration - Fgdselsdagsproblemet simulering og teoretisk udregning.tns
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Teoretisk beregning

2 2 364
3 3 363
4 4 362
5 5 361
6 6 360
7 7 359
8 8 358
9 9 357
10 10 356
11 11 355
12 12 354
13 13 353
14 14 352
15 15 351
16 16 350
17 17 349
18 18 348

a1

1.
0.99726
0.991796
0.983644
0.972864
0.959538
0.943764
0.925665
0.905376
0.883052
0.858859
0.832975
0.80559
0.776897
0.747099
0.716396
0.684992
0.653089

A antal B muligh... C sandsy... D komple...E

=1-sands)
0.
0.00274
0.008204
0.016356
0.027136
0.040462
0.056236
0.074335
0.094624
0.116948
0.141141
0.167025
0.19441
0.223103
0.252901
0.283604
0.315008
0.346911

1.01
0.81
0.6 1
0.4—-

0.21

0.0

M sandsynlighed @ komplement...

antal

Her enlidt andentilgang til det teoretiske, der giver praecis samme
udregninger.ldeen er hypotesen: Ingen har fedselsdag samme dag.

"Antal"angiver hvor mange der er i klassen.

"Mulige" angiver hvor mange dage man kan veelge sin fedselsdag, hvis
man ikke skal have fedselsdag sammen med en andeni klassen.

"Sandsynlighed"angiver sandsynlighedenfor at ingenhar fedselsdag
samme dagudregnetud fra "produktet af sandsynlighederne"(0OG).

"Komplementzere" giver den komplementzere sandsynlighed, dvs.

sandsynlighedenfor at mindst to har fedselsdag samme dagi klassen.

Med denne tilgang kan man lettere fa kastet lys over hvornar dette eren
godt veeddemal (med mere end 23 personer)

C. Inspiration - Fgdselsdagsproblemet simulering og teoretisk udregning.tns

3af3



Minecraft og binomialfordelingen

Kan man bevise snyd med matematik?

Matt Parker er en matematiker der laver ”Stand-up Maths”
om mange forskellige emner. | februar 2021 lavede han en
film hvor han ser pa Minecraft med matematiske briller. Se
filmen nedenfor, og svar pa spgrgsmalene undervejs.

1. Produkt

Fremlaeg for klassen hvad dette handler om. | kan
gennemga opgaverne med klassen, som minimum skal | vise
jeres udregninger. | ma gerne fylde mere pa end der er i
spgrgsmalene nedenfor.

2. Filmen og spgrgsmalene
Til filmen er lavet en raekke spgrgsmal, der passer til filmens forskellige dele. | overskriften star tidskoden
for hvor i filmen spgrgsmalene behandles. Laes spgrgsmdlene inden i ser de pdgaeldende dele af filmen.

SR HOW LUCKY IS T00 LUCKY?

https://www.youtube.com/watch?v=8Ko3TdPy0TU

Janus Lylloff, Mulernes Legatskole, 2021


https://www.youtube.com/watch?v=8Ko3TdPy0TU
https://www.youtube.com/embed/8Ko3TdPy0TU?feature=oembed

3.

Minecraft (forforstaelse) [0:00-4:46]

Mange kender nok Minecraft som et spil hvor man bygger ting op i samarbejde med andre, men det
kan spilles pa mange forskellige mader. Det er faktisk ogsa muligt at gennemfgre Minecraft...

a)
b)
c)

4,

a)
b)

5.

a)
b)
c)

Hvordan gennemfgrer man Minecraft? Fokuser pa “Ender Pearl” og “Blaze rods”.
Hvad er speedruns?
Hvem er "Dream” og hvad gar kontroversen i “Minecraft verdenen” ud pa?

Minecraft og matematik [4:46-7:35]

Hvorfor kan man betragte Dreams speedrum som en et Binomialfordelt stokastisk eksperiment?

| filmen dukker nedenstdende formel op og faktoren %2C, kaldes for “choose function” — hvad
hedder den pa dansk og hvordan skriver vi den? (Lyt godt til hans forklaring af det, eller kig grundigt
pa resten af formlen...)

Regn ud hvad “choose funktionen” er i tilfaeldet n=42 (brug Nspires indbyggede kommando).
Forklar hvordan man kommer frem til formlen pa baggrund af Dreams speedrun.

(0.047) (0.953

Dreams speedrun (beregninger der ikke er | filmen)

Vi kan altsa betragte Dreams indsamling af Ender Pearls, som et binomialfordelt stokastisk eksperiment
med 42 succeser.

Hvad er n og p?
Hvad er middelvaerdien og spredningen for sadan et binomialfordelt eksperiment?
Hvad er de kritiske veerdier for et sddant eksperiment?

Bemaerk: 42 Ender Pearls ud af 262 er en kritisk veerdi, og hvis vi lavede en binomialtest, ville vi
naturligvis fa en sandsynlighed pd langt under 5% for mindst 42 succeser. Det ma man ogsad forvente ndar
man har at ggre med en verdensrekord, da verdensrekorder forekommer meget sjeeldent. | det fglgende
vil vi derfor unders@ge naermere hvor sandsynligt dette er.

Janus Lylloff, Mulernes Legatskole, 2021



6.

a)

Videre undersggelse [7:35-9.20]

Forklar denne tabel og graf.

Ender pearls:

0 [ oo
|1 | o

[]
I
| (]

R 7

|8 | 5805 |

8 [ s |

I BT

o [ nawe |
12

d)
e)
f)

7.

a)
b)

a5 6789 1011 12 13 14 15 16 17

Matt Parker beregner sandsynligheden for netop af fa 42 Ender Pearls til 0,0000000004% - tjek
beregningen i Nspire.

Hvorfor er det mere korrekt at finde sandsynligheden for 42 eller mere Ender Pearls? Prgv at lave
denne beregning i Nspire (Nspire giver ikke helt det samme tal som Matt far — vi bruger Matts tal i
det efterfglgende).

Hvordan kommer man fra sandsynligheden p& 5.6 - 1072 til odds 1i 1.8 - 101?

Hvorfor er det lettere at forsta en sandsynlighed nar den omregnes til ods?

Hvad er sandsynligheden for at fa mindst 211 Blaze rods ud af 305 forsgg? Tjek Matts udregning.

Den samlede sandsynlighed [9:20-9:40]

Hvad er den samlede sandsynlig for Dreams rekordlgb?
Hvorfor ganges de to sandsynligheder samme? (Hvilken regel er det der bruges).

| afsnit 8 skal vi prgve at begribe tallet 1 ud af 2 - 1022, dette er et meget vigtigt tal...

. Utrolig mange detaljer [9:40-18:22]

Se dette og se hvor meget | forstar (ma ogsa springes over)

Konklusionen er at det ikke er ngdvendigt med alle de detaljer...

. Dreams svar [18:23-23:10]

Dream far lavet et matematisk modbevis, der er meget usammenhangende og uordentligt, det er sjovt
at se hvordan noget sadan pilles fra hinanden (men ma gerne springes over).

Janus Lylloff, Mulernes Legatskole, 2021



8. Sammenligning med andre spil [23:10-28:54]

Her viser Matt Parker en meget elegant made at illustrere tallet

a) PaLaen jertilbage og nyd det — kan | genfortzelle det i overskrifter for klassekammeraterne?

9. Sammenligning med jordens befolkning [28:54-35:10]

Matt undersgger hvilke ting der KAN ske for mennesker, ved at introducerer enheden 10 mia. mennesker
sekund arhundrede (bemaerk billion pa engelsk svarer til en dansk milliard).

a) Skriven sammenfatning af hvad den enhed kan bruges til.
b) Hvordan kan dette bruges i forbindelse med Minecraft?

.
~ . . o ) . b o
e, . . .
. S . . S . . ®
. P . .
N -~ . . oo
. . . ¢ .
o e 2
. . 4 . . .
.~ . c .

SEBUND CENTURY

10. Konklusion [35:10-]

a) Hvad er konklusionen pa Matts undersggelse? Vaer meget praecis her...
b) Hvordan kan man affeje argumentet om at Dream har traenet meget og derfor er sa hurtig?

Janus Lylloff, Mulernes Legatskole, 2021



Opgave 1

Bomber over London

Dette er lavet med elever i grupper, og er blot inspiration. Det stammer fra "Hvad er matematik? 1" Side 370~

Historien ultrakort:

Under anden verdens krig blev London ramt af 537 V2 bomber, og hvis leder efter et mgnster i
bombernes nedslag, skal man bruge noget statistik...

London deles ind i 576 lige store felter, og man taeller hvor mange bomber hvert felt er blevet
ramt af.

Bemeerk: Der er lige lidt under en bombe pr. felt.

229 43
Det viser sig at —- 100 > 39.7569 % af felterne ikke rammes af bomber og ——- 100 » 7.46528
576 576

% af felterne rammes af mindst 3 bomber.

Det store spgrgsmal, kunne de (onde) tyskere styre deres bomber og dermed ga efter bestemte
mal, eller var der tale om tilfzeldige (stokastiske) haendelser der hvor bomberne slog ned. Vi
undersgger sagen og indfgrer enH hypotese: Bomberne rammer fleterne tilfaeldigt

Denne hypotese omseettes til at alle fleter har en sandsynlighed for at blive ramt af en bombe pa

1
—-100 > 0.173611%
576

Vi simulerer det...

Ovelse 9.2
a) Opret en liste med numrene 1 til 576 svarende til felterne, som vi har inddelt det sydlige London i.

b) Opret en ny liste pa 537 celler, hvor hver celle indeholder et tilfeeldigt valgt tal fra den ferste liste.
Dette tal angiver saledes, hvor pAgaeldende bombe landede.

c) Opret en tabel og et diagram, der viser antallet af felter, der slap helt fri, antallet der blev ramt
netop 1 gang, antallet der blev ramt netop 2 gange osv.

d) Sammenhold den simulerede fordeling med den observerede fordeling.
Konklusion: Ligner den observerede fordeling en typisk tilfldig fordeling af bomberne?

e) Da du har oprettet listen med de 537 ved hjeelp af en random-funktion, kan du let gentage

forsoget.
v

Afelter Bbomber C felt_hy... D treeffere E antal_... F G H | J K -

= =randsam

1 133 2 0 216

2 2 45 0 1 235

3 3 240 1 2 84

4 4 a0 0 3 30

5 5 434 1 4 11

6 6 410 1 5 0

7 7 25 0 6 0 )

¢ 8

Al

E. Inspiration - Bomber over London.tns 1af7



Vi regner lidt pa det...

Sandsynligheden for at et felt blive ramt hvis der kastes en bombe (der er 576 felter)?

1
p(bombe)=——-100 * 0.173611%
576

Sandsynligheden for at et felt ikke bliver ramt.

_ 575
p(ikke bombe)=——-100 * 99.8264 %

576
Bemark: p(ikke bombe)=1—p(bombe)
1
(1——)- 100 » 99.8264 %
576

Ikke bombe er den komplementzre handelse til bombe.

Hvad er sandsynligheden for at man IKKE bliver ramt af 2 ud af to 2 bomber?
Da der er tale om to athengige hendelser ganges sandsynlighederne sammen (jf. saetning 2 side 230), man rammes ikke
af 1. bombe OG ikke af 2. bombe. P(ikke bombe)- p(ikke bombe)

1\? 575\ 2
1———| -100 » 99.6531% eller |[==| - 100 » 99.6531 %
576 576

Hvad er sandsvnligheden for at man ikke bliver ramt af 537 bomber?

575 537
— =100 » 39.3332%
576

Overraskende... Ndr der nu er ca. 1 bombe pr. felt...

Sandsynligheden for netop at blive ramt en gang?

1 536
p(rammes forste gang)= =—- (— - 100 %
576 \576

575 1 [575)°>°
p(rammes anden gang)= : : - 100 %
576 576 \576

Altsd er sandsynligheden for at blive ramt af netop en bombe den samme lige meget hvilken bombe det er. Man kan alts
blive ramt af 1 bombe pa 537 forskellige mader, da der er tale om en ELLER situation skal sandsynlighederne legges
sammen (jf. saetning 2 side 230).

p(mmmes netop en gang)=537-p(mmmes Sforste gang)

1 (5750
p(rammes netop en gang)=537- —— | —— -100 » 36.7338%
576\ 576

E. Inspiration - Bomber over London.tns
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Sandsynligheden for netop at blive ramt to gange?

For at kunne holde styr pa denne opgave, er det en god ide at tenke pi det som om at bomberne er nummereret
fra 1 til 537 og de sa bliver kastet i en tilfeldig reekkefolge (altsd at nummeret ikke er kaste raekkefolgen)

Vi ser pa mulige kombinationer ved at vere lidt systematiske

1) Pa hvor mange mader kan man blive ramt at to bomber, hvis man bliver ramt af den forste?:

1 575
p(1l. og 2. bombe)= (

576 576 \576
p(1. og 3. bombe), p(1. og 4. bombe)... p(1. og 537. bombe) [ Disse giver alle praecis det samme som ovenfor]

535
) =100 » 0.000119 %

der er altsa 536 af disse kombinationer, sa

p(rammes af 1. bombe og en anden)=536-

1 575
576 576 \576

2) Pa hvor mange mader kan man blive ramt at to bomber, hvis man bliver ramt af den anden bombe?:

535
) -100 > 0.063766 % (%)

p(2. og 1. bombe)= .
576 576 \576

Bemeerk: Den har vi ogsd med i punkt 1. men for at holde systemet tager vi lige denne med her ogsa.
p(2. og 3. bombe), p(2. og 4. bombe)...p(2. og 537 bombe)

der er altsa 536 af disse kombinationer sa p(rammes af 2. bombe og en anden) er den samme som (*).

1 (575)>%
: -100 * 0.000119 %

3) Dette skal man blive ved med for hver af de 537 bomber, hvor man i hver af dem kommer til at gentage netop
en af de tidligere kombinationer.

Nu har vi set hvor mange forskellige mader et felt kan blive ramt af netop 2 bomber. Den samlede sandsynlighed
for at blive ramt af netop 2 bomber kan sd bestemmes vha. s@tning 2 (side 390 eller naeste side her), da feltet
enten liver ramt pa den ene eller anden eller... der er altsd 537 af de samme sandsnynligheder, og derfor bliver
det 537 gange sandsynligheden (*),

, 1 575
537-536- : (

576 576 \576

dog skal vi huske at vi i hvert af de 537 skridt er kommet til at gentage en kombinationsmulighed, og skal derfor
dele med 2, sa sandsynligheden for at blive ramt af netop 2 bomber er

535
) -100 * 34.2423 %

537-536 1 1 575
p(rammes netop to gange)= o o (

535
¢ -100 » 17.1211 %
2 576 576 \576

Kort fortalt: Forste bombe kan valges mellem 537 bomber og anden bombe kan valges pa 536 mader. Om man
forst bliver ramt af bombe 402 og derefter af bombe 305 eller omvendt er ligemeget derfor deles med 2.

Bemark: Tallet —— *» 143916 angiver pd hvor mange mader man kan udtage 2 bomber ud af 537 bomber.
2

Det er et vigtigt tal lige om lidt...

E. Inspiration - Bomber over London.tns
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Sandsynligheden herfor er

p(mindst 3 bomber)=(1-0.931)- 100 *» 6.9 %

P(enten M eller N) = P(M) + P(N)

P(bade A og B) = P(A) - P(B)

Sandsynligheden for at blive ramt af mindst 3 bomber:

Sandsynligheden for at blive ramt af 0, 1 eller 2 bomber er den komplementare haendelse
p(ingen bomber)+p(netop en bombe) p(netop 2 bomber)=39.3+36.7+17.1 » 93.1%

Dette er over et 5% signifikansniveau og altsa far vi underbygget HO hypotesen.

Satning 2: Sandsynligheder ved kombination af uafhangige handelser
1) Hvis to haendelser M og N ikke har noget faelles udfald, sa geelder der om sandsynlighederne:

2) Hvis to haendelser A og B er uafhaengige, sa geelder der om sandsynlighederne:

Binomialfordelingen

lettere??

Jo man kan!

Alt det teelleri kan ggres vha.
binomialkoefficienten, der er defineret til
haijre.

Antallet af mader hvorpa man kan udtage
(ramme) to bomber ud af 536 bomber
beregnes saledes

537! 537!
21-(537-2)1  2-535!
Nspire kan ikke regne det om til decimaltal,

men det kan vi heldigvis, fordi vi ved hvad
fakultet betyder.

537-536-535-534-....-1 537-536
2:535-534-....-1 2

Hov det er jo den samme som vi sa for...!

Kan man ikke gare alt dette meget

Definition: Binomialkoefficienter K(n,r)

Antallet af mader, hvorpa vi kan vaelge en stikprove pa r individer ud af en
population pa n, betegnes K(n,r). Tallene kaldes binomialkoefficienter.
De indgdr | Pascals trekant. Af og til anvendes symbolet ':: ‘| for Kin,r).

Satning 3: Formlen for binomialkoefficienten

=)=

rl-(n=r)!

Med denne smarte omskrivning kan vi regne
tallet ud som Nspire ikke vil.

537-536
2

» 143916.

Nspire kan dog godt regne det ud med denne

kommando.
nCr(537,2) » 143916

[

E. Inspiration - Bomber over London.tns
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2 576 576 \576/
Sa giver er det ret let at begribe hvorfor at binomialfordelingenssandsynlighedsfordelingser
saledes ud. Vi bruger den pa naeste side.

Satning 4: Binomialfordelingens sandsynlighedsfordeling

Hvis den stokastiske variabel X er binomialfordelt X ~b(n,p) sa udregnes sand-

synligheden for, at der optraeder held k gange ud af de i alt n mulige saledes:

P(X=k) = K(n,r)-p"-(1-p)"™* = ["L’ﬁ) -p*-(1=-p)™™*

Aot o T’];?; TSMJM%W# Soudsy dlislud
N 3ﬂ1 M r*—m SU LS, / ‘of \’Wo%

| vou pi o L_____‘f WJOMM{M

AL

4

Sandsynlighedenfor at blive ramt af netop 2 bomber er bemezerk notationen.

P(X=2)=

537-53 1 1 (575

535
: <100 » 17.1211 %
2 576 576 \576

Dette kan ogsa let bestemmes sdledes

2 535
1 575
P(x=2)=nCr(537,2)- |—| [—| -100~17.1211 %

576) \576

Eller endnu smartere

1
binomPdf|537,—,2]- 100 » 17.1211%
576

E. Inspiration - Bomber over London.tns
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Den kummulerede binomialfordeling

Som vi sa er man ikke altid interesseret i kun et enkelt udfald, men mdske er spergsmal som: Hvad er
sandsynligheden for at blive ramt af hejest 3 bomber. Dette kan man beregne som

P(x==3)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)+P(x=3)
Der péa Nspire'sk ser saledes ud
1 1 1 1
binomPdf|537,—,0 |+binomPd{|537,—,1 |+binomPdf| 537,——,2 | +binomPdf| 537,—,3| » 0.984981
576 576 576 576
Det bliver hurtigt besverligt, og derfor kan man med fordel benytte den kummulerede binomialkoefficient
1
binomCd((537,—,0,3 » 0.984981 hvor 0 er angiver den nedre grense og 3 den evre grense.
576

Pi lignende vis kan man bestemme sandsynligheden for at blive ramt af mellem 2 og 7 bomber

1
binomCdf|537,—2,7| » 0.239325
576

Middelveerdi og spredning

Sa&tning 5: Middelvaerdi og spredning for binomialfordelinger
Hvis den stokastiske variabel X er binomialfordelt X ~ b(n,p),

sa kan middelvaerdi og spredning beregnes ud fra formlerne:
p=EX)=n-p

o(X) =v¥n-p-(1-p)

Middelvaerdien for eksemplet med bomber over London er537- » 0.932292 altsa vil hvert felt

576
i gennemsnit blive ramt af 0.93 bomber.

Spredningen der er mere interessant er

1 1
537 ——-|1———] » 0.964714
576 576

OPGAVE: Hvad vil et normalt og hvad vil et exceptionelt udfald veere for dette "forsgg" (gense
definitionen side 386). Skriv en forklarende tekst til.

E. Inspiration - Bomber over London.tns
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Opgave

Hvad er det mest sandsynlige antal bomber, som et felt bliver ramt af? Som vi sa fer kan man
ikke (helt) bruge middelveerdien, da den jo gave et decimaltal (under 1). Nogen har taenkt sig om
og er kommet frem til denne saetning:

Satning 6: Det mest sandsynlige udfald for en binomialfordeling

Hvis i + p ikke er et helt tal, er det mest
sandsynlige udfald det storste hele

tal under u + p.

Hvis u + p er et helt tal, er de to mest
sandsynlige udfald tallene u + p og

u+p-=-1.

qx) =1

Binomialsandsynligheder

o 'x=p+p—1 p+p

x-veerdier

Brug den og svar pa spgrgsmalet, om hvad den mest sandsynlige haendelse er?

E. Inspiration - Bomber over London.tns 7 af7



Standadnormalfordelingen

STANDARD NORMALFORDELINGEN = (X_VAR,AREAL )1-06‘ y
fl(x):=nordef(x)

a) Trzek i punktet P og forklar hvad der
sker.

b) Opstil et integral der beregner arealet a=0.13061783
a » 0.130618 (du far brug for punktets P's 1 (x)=normPdf (x)
x—kooridnat, der er gemt som xx » ~1.12348

Tillykke! Dette bestemte integral en den
funktion, der kaldes fordelingsfunktionen.

c) Grafen for fordelingsfunktionen, kan
laved med lidt datafangst. Szt n=1, og

normCdf(-e xx) 1 [ -1.12348] 0.130618 .

4 »

v I =-1.1234753470356

traek i punktet P 0'?35 ol
o 6.19 1 6.34|
[< n 1. -0.094

d) Scroll ned og se de tomme linjer, og se Ax_var Bareal C D E M
hvorledes man let kan regne det i Nspire = =capture(: =capture(’

Pa vej mod normalfordelingen

STANDARD NORMALFORDELINGEN - 0.56 | ¥
Teethedsfunktionen er

_1 2

1

N

Vi finder vendepunkterne ('l 10.24197072 ) (l 10.24197072 )
HUSK: Et vendepunktpunkt er hvor tangentens

haeldning gar fra at vokse til at aftage eller omvendt.
Dvs. Det er der hvor f' '(x)=0

‘e 2 = Udfort

£(x):=

d2
ddf(x) = —2(f(x) ) > Udfort
dx

Solve(ddf(x)#}fx) > x="1 or x=1

Bestem arealet mellem de to vendepunkter:

10 ) 1 (9)=r() 10

1
J f(x) dx » 0.682689 Svarense til 68,2%
-1

Hey hallgj! 1 er altsd standardafvigelsen....

Det samlede areal under kurven er

00
f(x) dx = 1.
ha 0.56

F. Undersgg normalfordeliingskurverne.tns
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Betydning af p (ovelse 8.24)
Betragt f2(x):=f(x—my) » Udfort
b) My forskyder hele grafen vandret.

My angiver middelveerdien, dvs. udfaldet med sterst
sandsynlighed. My angiver altsa en vandret forskydning. ..

Vi finder vendepunkterne

HUSK: Et vendepunktpunkt er hvor tangentens hzeldning gar
fra at vokse til at aftage eller omvendt.

Dvs. Det er der hvor ' '(x)=0

2
dar2(x) :=d—( 22(x)) » Udfort
dx2
solve(ddﬂ(x)#),x) » x="1. or x=1.
Vendepunkterer forskudt +/—1 ifht. middelverdien my.
Vendepunkterer forskudt +/—1 itht. middelvardien.
Det samlede areal under kurven er

oo

£2(x) dx » 1.

-

0.62

-0.62

2 (x)=f x—my) 10

Betydning af p og o (evelse 8.25)

—myl
B(x):=({x y ) » Udfort
sigma

At vi dividerer med sigma, svarer til at man skallerer
x—vaerdien

a) Vi finder vendepunkterne

HUSK: Et vendepunktpunkt er hvor tangentens hzeldning gar
fra at vokse til at aftage eller omvendt.

Dvs. Det er der hvor ' '(x)=0

2
ddﬂ(x):=d—2(f3(x)) » Udfort

1.45

dx 0.1 X
solve(ddf?:(x)#),x) » x="3. or x=3. -21.39 21.30|
Vendepunkterne (dvs. spredningen) bliver laengere vaek fra 3 (x)=f x—myl
middelvaerdien (symmetriaksen). sigma
Det samlede areal under kurven er

=] vl |
—
3(x) dx » 3. . .
- sigma ~ 3.
Arealet bliver starre.... ——
yuiR 20,
-1.45
F. Undersgg normalfordeliingskurverne.tns 2af3



Betydning af p og o (ovelse 8.25 forisat...) 0.59 | ¥
1 x—myl

£4(x):= :
sigma sigma
b) Vi finder vendepunkterne

» Udfort

HUSK: Et vendepunktpunkter hvor tangentens
haeldning gar fra at vokse til at aftage eller
omvendt.

Dvs. Det er der hvor f"(x)=0 1 x—my]

2
ddf4(x):=d—2(f4(x)) > Udfort
dx

solve(ddf4(x)=0,x) » x="3. or x=3.
Spredningen (vendepunkter) aendres ikke.

sigma sigmal

4]
f4(x) dx > 1.
—00
Arealet under denne kurve er 1!!!!! HURRA, det er
en tethedsfunktion 0.02 X
40

-0.088

Opgave 3

7021 En normalfordelt stokastisk variabel Xer givet ved X — ¥ (10,4} og fordelingsfunktion F.
a) Tegn grafen for tethedsfunktionen for X,

b} Bestem F(7), og forklar betydningen af dette tal.

f1 (x) =10 rdef(x, 1 0,4)

a) Grafen for teethedsfunktionen tegnes

1 —
g 0.22662727
sigma \sigma

0.02

1 ;0 (x—10

4

f(x):= e ? 4
\{2'T[

DEN SMARTE MADE:

£1(x):=normPdf(x,10,4) » Udfort

b) Bestem F(7). Bemaerk: "STORE F" -

angiver fordelingsfunktionen.

)2
> Udfort -11.23

(3=]

—_—

T
(]
-
Kal

F(7) er arealet til hgjre dvs. sandsynligheden for
at fa hojest 7 er 22,66%

7
ved beregning: [ fl(x) dx » 0.226627 . 0.19

F. Undersgg normalfordeliingskurverne.tns 3af3
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